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С применением подхода неполной диагонализации гамильтониана Дирака в базисе состояний не-
возмущенного атома были получены решения уравнения Дирака атома водорода в постоянном од-
нородном магнитном поле для широкого диапазона изменения напряженности. Полученные ко-
нечные выражения для матричных элементов оператора возмущения произвольного водородопо-
добного атома были использованы для оценки действия операторов в методе минимизации
функционала дисперсии энергии. Реализованный подход позволил дать прецизионные и хорошо
согласующиеся с результатами предшествующих исследований оценки энергии основного состоя-
ния и значения энергий переходов. Было показано, что предложенная техника минимизации функ-
ционала дисперсии энергии допускает приложения к методам неполной диагонализации операто-
ров для произвольно выбранного блока целевых состояний при условии корректности исходного
приближения
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Исследование свойств молекул и атомов в маг-
нитном поле является зарекомендовавшим себя
направлением спектроскопических исследова-
ний [1], ведущее начало с открытия Зееманом
расщепления атомных линий в магнитном поле
[2]. В частности, свойства водородоподобных
атомов в сильном магнитном поле представляют
интерес, мотивированный приложениями в
атомной спектроскопии [3–7] и физике твердого
тела [8–10], а также рядом направлений астрофи-
зических исследований [11–13], включающих
изучение межзвездного вещества, низкотемпера-
турной плазмы звездных корон и атмосфер ком-
пактных объектов. Описание вещества в послед-
них, помимо учета эффектов общего релятивизма
(например, как это сделано в [14]), требует рас-
смотрения сверхсильных магнитных полей: для
белых карликов характерны значения напряжен-
ностей порядка 106–109 Гс, для нейтронных звезд
порядка 1013 Гс [1, 15–17] и у магнитаров эта вели-
чина имеет порядок 1015 Гс [18, 19]. При таких на-
пряженностях вклады в разложениях квантовой
электродинамики для гамильтониана, обуслов-
ленные взаимодействием с внешним магнитным
полем, становятся сопоставимыми или домини-

рующими над кулоновскими, определяя физико-
химические свойства вещества. Эта особенность
типичная в астрономических приложениях дела-
ет перспективным развитие направлений реляти-
вистской квантовой химии, включающих соот-
ветствующие амплитудные слагаемые в эффек-
тивных операторах одно- и двухчастичных
взаимодействий.

В связи с отмеченными приложениями и до-
минирующим вкладом водорода в составе звезд-
ных атмосфер исследование спектров атомарного
водорода в магнитном поле представляет суще-
ственный интерес. Несмотря на видимую просто-
ту соответствующая проблема оказывается в ряду
классических аналитически нерешаемых задач за
счет сильного падения симметрии при совмест-
ном наложении кулоновского и однородного
магнитного полей как в релятивистском, так и в
нерелятивистском случаях. В связи с этим спек-
тральная проблема водорода активно исследова-
лась вариационными методами, подходами тео-
рии возмущений и в адиабатическом приближе-
нии как в нерелятивистском [20–29], так и в
релятивистском [30–39] случаях. Для последнего
из перечисленного ряда подходов прецизионные
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оценки энергий низших состояний были получе-
ны в рамках подхода прямой теории возмущений
[33] для слабых полей и вариационными подхода-
ми [35, 36, 39] также в области средних и больших
напряженностей. Однако, при рассмотрении
уравнения Дирака вариационные методы сталки-
ваются с проблемой неограниченности гамильто-
ниана снизу. По этой причине соответствующие
исследования затрагивают проблему спектра
квадрата или обратного к гамильтониану Дирака
либо специальные вариационные оценки, ис-
пользующие функционал дисперсии энергии
[36]. Такое рассмотрение позволяет с высокой
точностью воспроизводить энергии целевых
электронных состояний, но препятствуют ис-
пользованию полученных собственных векторов
для расчета одночастичных свойств или, в даль-
нейшем, конструировании базисов многочастич-
ных решений для случая средних и сильных по-
лей. Естественный способ преодолеть этот недо-
статок может быть найден в построении
приближения к результатам полной диагонализа-
ции гамильтониана на подходящем базисе состо-
яний в невозмущенном пределе Ландау [40] или
Кулона [41]. В обоих случаях функции изначаль-
но включают необходимые релятивистские по-
правки и позволяют обойти проблему вариацион-
ного коллапса решений [42]. Использование ба-
зиса решений кеплеровой задачи обладает рядом
преимуществ в отношении приложений теории к
четырехкомпонентным расчетам атомов, для ко-
торых двухэлектронные интегралы операторов
Брейта или Кулона–Гонта [43] допускают про-
стую аналитическую оценку. К недостаткам дан-
ного подхода можно отнести вычислительную
погрешность оценок ввиду численных проблем с
расчетом матрицы оператора возмущений.

Цель настоящей работы состояла в решении
спектральной проблемы оператора Дирака водо-
рода во внешнем магнитном поле в диапазоне ма-
лых и средних напряженностей с применением
вариационного метода в базисе решений гамиль-
тониана Дирака–Кулона. При этом особое вни-
мание уделялось точности оценки матричных
элементов зависящих от поля слагаемых гамиль-
тониана на решениях релятивистского водорода,
которые характеризуются численными пробле-
мами при больших значениях моментов и глав-
ных квантовых чисел.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Электронный гамильтониан Дирака–Кулона
для движения электрона с координатой  в
поле заряда Z с учетом внешнего магнитного поля

 в атомных единицах дается выра-
жением

ˆrrr =

(0,0, ˆ)B BzB = =

где c = 137.0359895 a.e. – скорость света, ,
 – единичные векторы в направлении соответ-

ствующей координаты, через  обозначены мат-
рицы Паули,  = , . Гамильтони-
ан невозмущенного атома

включает оператор момента Дирака ,

в котором , и . При выборе

калибровки  векторного потенциала A =

 возмущение приобретает форму

где  и  – сферические углы.
Биспиноры невозмущенной проблемы имеют

общую форму [41]

в которой угловая часть является собственными
функциями оператора момента Дирака  и про-
екции полного момента на направление поля

 с собственными значениями ‒κ и μ.
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ные функции F и G, принимающие в области дис-
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ОЗЕРОВ и др.

Включение магнитного поля приводит к взаи-
модействию между блоками состояний с  и

, оставляя от исходной сим-
метрии кеплеровой задачи [44] сохранение про-
екции момента и четности . Последнее при-
водит к разделению пространств с данным  на
подпространства с , отвечающие базисам с

 для натуральных . Наконец, набор
электронных решений  необходимо дополнить
функциями , в которых учтено обра-
щение знака моментов , и знака заряда в соот-
ветствующем блоке невозмущенного гамильто-
ниана.

ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД
Искомые решения спектральной проблемы

могут быть приближенно найдены с помощью ре-
шения задачи на экстремали функционала энер-
гии экстремальной проблемы  на
пространстве , и  при . При
этом, если экстремали ищутся в форме нормиро-

ванных разложений  по некоторой ли-
нейно независимой системе состояний , ва-
риационная задача становится эквивалентной
обобщенной проблеме собственных значений

где  обозначена матрица перекрывания системы
функций . В контексте данной работы при-
меняется базис нормированных собственных
функций , в котором матрица перекрывания

,  диагональна, и единственный нетриви-
альный вклад в систему уравнений представлен
матрицей .

Хотя решение проблемы собственных значе-
ний путем полной диагонализации матрицы

 приводит к искомой системе одночастич-
ных решений, такой подход сильно ограничивает
точность вычисления для средних и больших на-
пряженностях поля, в области которых оказыва-
ется необходимым использовать слишком боль-
шие базисы функций невозмущенной задачи.
Один из простейших способов избежать ограни-
чений, сопутствующих этой проблеме, состоит в
применении методов неполной диагонализации
матриц нормальных операторов, типичным пред-
ставителем которых является метод Ланцоша
[45]. В приложении к четырехкомпонентным рас-
четам прямая реализация этой идеи сталкивается
с проблемой неограниченности снизу оператора
Дирака, которая затрудняет прямой перенос ите-
рационной процедуры построения пространства
решений. Трудности, связанные с этой особенно-
стью подхода, оказалось возможным обойти с по-

κ
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мощью модификации подхода Ланцоша, осно-
ванной на применении функционала дисперсии
энергии . Аналогично с тем,
как это происходит в традиционном методе Лан-
цоша, градиенты этого функционала в функцио-
нальном пространстве

использовались в качестве базиса модельного
пространства, спектр и состояния оператора 
на котором рассматривались как приближение к
точным решениям.

Несмотря на то, что данный подход обладает
рядом преимуществ относительно процедуры
полной диагонализации, он предполагает адек-
ватный выбор стартового приближения набора
целевых состояний. В этой связи для сильных по-
лей охватить высшие возбужденные состояния
оказывается проблематичным, не захватывая
предшествующие, что является существенным
недостатком метода.

МАТРИЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ ВОЗМУЩЕНИЯ

Так как угловая часть действия оператора 
легко выводится из общих свойств сферических
спиноров [46]

угловое интегрирование допускает простое отде-
ление, оставляя проблему расчета парциальных
радиальных интегралов

Вычисление последних для больших  и  ха-
рактеризуется проблемами численной неустой-
чивости, что является одной из причин, по кото-
рым такие базисы не использовались при описа-
ния связанных состояний в области сильных
полей. В данном исследовании эта проблема была
решена применением рациональной арифметики
произвольной точности с приближением ирраци-
ональных значений цепными дробями. Это поз-
волило вычислять с любой заданной точностью
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возникающие в матричных элементах  и  вы-
ражения вида
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Используя данный подход, оказалось воз-
можным воспроизводить единичную матрицу
перекрывания и диагональную матрицу невоз-
мущенного гамильтониана с точностью до

а.е. для базисов ,  и всех
.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Для описания спектра релятивистского водо-

рода в магнитном поле применялись базисы ку-
лоновских решений с  со сдвигом на

 и радиальными квантовыми числами
, при этом основное внимание уделялось

состояниям с . Напряженность поля ва-
рьировалась от  0 до 2 а.е. в единицах скоро-
сти света согласно соглашению работы [23], где
1 а.е. соответствует  Гс. Наибольшее зна-
чение  выбиралось так, чтобы обеспечить схо-
димость энергии основного состояния ( ,

) при  с относительной ошиб-
кой, , которая была приня-
та достаточной в данном качественном рассмот-
рении. Результат этого анализа представлен на
рис. 1.

Сравнение энергий основного состояния, по-
лученных в данном исследовании, с результатами
наиболее точных расчетов для собственных зна-
чений квадрата оператора Дирака [37] и оценок
по ограничениям Като [38] приводится в таблице 1.
В ней в том числе можно видеть, что с ростом на-
пряженности различие с референсными значени-
ями становится более значимым. Зависимости
энергий основного и первых трех возбужденных
состояний для слабых полей приведено на рис. 2,
а для полного интервала исследуемых напряжен-

–1510 < κmax35 < max50 n
< κmaxμ /2 – 1/2

κ ≤ 25
μ – 1/2

≤ 50n
= ±μ 1/2

=/B c

× 92.35 10
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Рис. 1. Зависимость относительной ошибки оценки
энергии основного состояния атома водорода в зависи-
мости от размера базиса  и  при  а.е.
Разными точками показаны энергии для

, и на оси абсцисс отложены значения
.

10

8

6

4

�l
g(
�E

 �
 E

lim
�/

|E
lim
�)

10 20
nmax

30

κmax maxn =/ 0.1B c

κ = …max  4, ,16
= …max 4, ,36n

Таблица 1. Сравнение релятивистских энергий основного состояния атома водорода в магнитном поле. Значе-
ния сопоставляются прецизионным результатам более ранних релятивистских расчетов работы [37], а также
верхним и нижним оценками из [38]

B/c (a.e.) E (a.e.) E (a.e.) [37] E (a.e.) [38]

0.000 –0.500006656

0.001 –0.500499750

0.025 –0.512350305

0.05 –0.524382965

0.1 –0.547532408 –0.5475324083429 –0.5475324083429

–0.5475324083434673

1 –0.831173226 –0.831173226

2 –1.022218030 –1.022218029 –1.0222180290

–1.0222182
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ностей – на рис. 3. При этом, судя по данным ра-
боты [37], при дальнейшем возрастании поля
предложенный метод для выбранных максималь-
ных размеров базиса начинает переоценивать
энергию связывания.

Таким образом, в данной работе реализован и
апробирован метод расчета матричных элементов
взаимодействия релятивистского водорода с маг-
нитным полем на решениях задачи Дирака–Ку-
лона, а также подход неполной диагонализации
неограниченного снизу эрмитового оператора,
которые позволили воспроизводить релятивист-
ский спектр энергий электронных состояний во-
дородоподобных атомов в области слабых и сред-
них полей (B/c < 1 а.е.). Показано, что базис водо-
родоподобных решений может применяться
для прецизионных расчетов атомов в магнит-
ных полях средних напряженностей, не приво-
дя к проблеме вариационного коллапса. Анализ
энергии основного состояния выявил быструю
сходимость по размеру базиса в области уме-
ренных полей.

Тот факт, что разработанный метод в отличие
от упомянутых во введении альтернативных ва-
риационных подходов предоставляет непосред-
ственный доступ к орбиталям без необходимости
решения отдельной задачи поиска фундамен-
тальных решений или обращения гамильтониа-
на, делает его удобным средством в приложениях,
связанных с четырехкомпонентными многоча-
стичными расчетами релятивистских атомов в
магнитном поле. При этом преимущество до-

ступности одночастичных базисов дополняется
представленностью почти аналитических схем
расчета интегралов двухчастичных взаимодей-
ствий, типичными представителями которых яв-
ляются, например, слагаемые Брейта–Кулона
или Гонта–Кулона, на невозмущенных решениях
водородоподобных атомов. Последнее открывает
путь к исследованию спектров более сложных
атомных частиц вблизи и на поверхностях ком-
пактных объектов, а приближение атомных реля-
тивистских решений системой гауссовых функ-
ций – к расчету более сложных молекулярных си-
стем.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (№ гранта 22-23-01180).
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