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Предложено комбинированное уравнение состояния метана в реальных переменных давление p — 
температура T — плотность r, позволяющее произвести расчет теплоемкостей Cv, Cp, и скорости 
звука W в явном виде в однофазных состояниях, включая критическую область. Уравнение содер-
жит регулярную часть в форме уравнения Бендера для p(r,T) с 19 коэффициентами, масштабную 
часть с шестью коэффициентами и кроссоверную функцию явного вида (два коэффициента). Ко-
эффициенты определены по массиву p,r,T-данных СH4 до 30 МПа, данные по Cv, Cp и W не при-
влекались, кроме зависимости Cv(T) в идеально-газовом состоянии и значения Cv при 100 К на вет-
ви жидкости пограничной кривой. В регулярной области расчетные величины Cv, Cp и W близки 
к экспериментальным и табличным значениям, в критической области расхождения с табличными 
величинами не более 5%. Cреднеквадратичная погрешность давления sр = 0.8%, погрешность в Cv не более 5%. Результаты расчетов сравнены с кроссоверными уравнениями состояния для СН4. Сде-
лан вывод о преимуществе предлагаемой модели уравнения состояния для расчетов теплофизиче-
ских свойств метана.
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Сведения о  термодинамических свойствах 
метана необходимы при обработке природного 
газа. Исследования проводятся в настоящее вре-
мя как в  чистом метане, так и  в  жидких и  газо-
образных смесях [1–3]. Расчет справочных таблиц 
по термодинамическим свойствам СН4 проведен 
по уравнениям состояния (УС) в виде ряда с под-
гоночными коэффициентами до 54 и более, содер-
жащего члены с  целыми и  дробными степенями 
плотности r и  температуры Т, члены экспонен-
циального типа [4–6]. Эти таблицы не включают 
область критического состояния. Справочные 
таблицы по  свойствам СН4 (1991  г.) рассчитаны 
по регулярному УС (УС-SetW) [6] в виде степен-
ного ряда с 40 коэффициентами и 23 различными 
показателями, включая члены с  экспоненциаль-
ными функциями от r и Т. Отдельные зависимо-
сти, переходящие к  виду по  масштабной теории 
(скейлингу) в критической области, предложены 
в [6] для кривой равновесия «жидкость  — пар» 
(бинодали). Рост теплоемкости Cv и падение ско-
рости звука W в  критической области УС-SetW 

[6] описывает, несмотря на регулярный вид. Для 
получения подгоночных констант в УС-SetW ис-
пользуются экспериментальные данные по  тер-
мическим и калорическим свойствам. Для инже-
нерных расчетов свойств в  областях состояния 
СН4, где справочные таблицы не дают подробных 
сведений, представляют интерес более простые 
УС с  меньшим числом подгоночных констант. 
В работе [7] для метана использовано регулярное 
УС Бендера [8, 9] с  19 подгоночными коэффи-
циентами на  основе классического разложения 
по  степеням r и  T с  добавлением экспоненци-
ального члена. Удачный выбор коэффициентов 
УС с помощью р,r,T-данных в [7] позволил рас-
считать теплоемкости Cv, Cp и  скорость звука W 
с  погрешностью, близкой к  экспериментальной, 
в  широкой области состояний, за  исключением 
критической области. В этих УС критические ус-
ловия не  выполняются точно в  реальной крити-
ческой точке метана. Справочные таблицы [4–6] 
также не содержат данных в критической области, 
где Cv расходится в  критической точке согласно 

ТЕРМОДИНАМИКА  
И МАТЕРИАЛОВЕДЕНИЕ

1 Материалы XV симпозиума с международным участием. Новосибирск, 3–7 июля 2023 г.

mailto:ppb@niic.nsc.ru


17

ЖУРНАЛ ФИЗИЧЕСКОЙ ХИМИИ № 1 2024том 98

КОМБИНИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ МЕТАНА

масштабной теории (скейлинга). Попытка объ-
единить простые регулярные УС со  скейлингом 
сделана в [10], где предложена сложная для расче-
тов модель кроссоверного УС с  использованием 
«классического» кубического УС и  масштабных 
членов неявного вида. Эта модель УС имеет 13 
подгоночных параметров и  дает более высокую 
погрешность при расчете Cv . В [11] для метана 
предложено кроссоверное УС с  18 подгоночны-
ми коэффициентами, для получения которых 
использовались все имеющиеся данные в крити-
ческой области. Модель УС [11] имеет неширо-
кую область применения 0.3 <r/rc < 1.7, 0.95< T/
Tc <1.3, ее недостаток — в сложном способе рас-
чета кроссоверной функции.

Комбинированное уравнение состояния 
(КУС) с  21 регулируемой константой [12] при-
менено для расчетов Cv, Cр и W метана как в кри-
тической области, так и  в  области регулярного 
поведения при Р до 30 МПа и Т от 100 К и выше. 
КУС [12] содержит регулярную и  масштабную 
части давления (preg и pscal), имеет явную (непара-
метрическую) форму зависимости от r и T и ре-
гулярную кроссоверную функцию в  явном виде. 
Для preg применена модификация нового регуляр-
ного УС [13], которое содержит 13 подгоночных 
коэффициентов. Как показали расчеты скорости 
звука в области жидкости [12], недостатком этой 
модели preg является систематическое завышение 
расчетных W относительно экспериментальных 
значений до 5–7% при 100 К< Т <160 К и p > 25 
МПа. Наличие preg в  КУС позволяет избежать 
применения неасимптотических членов, кото-
рые возникают при расширении области приме-
нения скейлинга и  заметно усложняют расчеты 
теплофизических свойств. Масштабное УС для 
pscal в  явном виде, предложенное в [14], проще 
использовать в составе КУС для описания p,ρ,T-
данных в  сравнении с  уравнениями скейлинга, 
где переменные p,r,T выражены в  параметриче-
ском виде [10]. Аналогичные КУС успешно при-
менены ранее для расчетов термодинамических 
свойств СО2 [15] и  SF6 [16,17]. Для получения 
подгоночных коэффициентов в КУС [15–17] ис-
пользовались только p,r,T-данные, а  для расче-
та Cv применялись известные зависимости Cv(T) 
идеального газа. Величины Cv, Cр и W рассчитаны 
с  использованием коэффициентов КУС с  помо-
щью дифференциальных уравнений термодина-
мики. Среднеквадратичная погрешность расчета 
давления sp в этих КУС не превышает ~0.7% при 
строгом выполнении в  критической точке трех 
критических условий.

Опыт применения комбинированных УС для 
описания термодинамических свойств в  широ-
кой области состояний жидкости и газа показыва-
ет, что основная проблема заключается в выборе 
адекватного УС для регулярной части preg с мини-
мальным числом подгоночных параметров. Поэ-

тому успешное применение регулярного УС Бен-
дера с  19 подгоночными коэффициентами для 
расчетов Cv, Cр и W метана [7] в области до 600К 
и  50 МПа является причиной выбора его в  ка-
честве регулярной части КУС в  данной работе. 
Предлагаемое КУС явного вида содержит до  26 
регулируемых коэффициентов, для нахождения 
которых использованы р,r,T-данные. Три из  19 
коэффициентов для preg связаны тремя условиями 
в критической точке и вычисляются по соответ-
ствующим формулам, содержащим остальные 16 
коэффициентов. Как правило, при соблюдении 
этих условий для preg возрастает погрешность опи-
сания р,r,T-поверхности в  регулярной области. 
Для pscal в КУС используется асимметричная скей-
линговая форма, примененная ранее в [15–17] 
совместно с переходной функцией Y регулярного 
вида, которая обращается в ноль при r = 0 и r = ρt. 

Комбинированное уравнение состояния 
Комбинированное УС записывается в  форме 

явной функции ρ,T:

p p Y p p Yp pc reg c scal c/ / / .1        (1)

УС (1) включает регулярную часть preg в форме 
УС Бендера [7] для аппроксимации p,ρ,T-данных 
в регулярной области, сингулярную масштабную 
часть pscal [14] для критической области и переход-
ную (кроссоверную) функцию 

( ) ( )
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2
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где t = T/Tc, ω = ρ/ρс, ωt = ρ/ρt, ρt  — плотность 
жидкости в  тройной точке, τ = t  — 1, Δρ = ω  — 
1 – относительные «расстояния» от критической 
точки; l и m — подгоночные константы, определя-
ющие область влияния pscal, erfc( � ⋅|τ|) – функция 
ошибок Лапласа, которая вычислялась с  помо-
щью ряда. Функция Y действует во  всей области 
состояний. Нуль функции Y, кроме ω = 0, нахо-
дится также и  при ω = ωt, что позволяет более 
эффективно гасить влияние pscal при больших 
плотностях. Член preg/pc в (1) играет роль неасим-
птотической добавки в  окрестности критической 
точки. Функция Y в данной форме успешно при-
менялась ранее в [15–17].

Форма preg с 19 константами из [7], взятая здесь 
за основу, имеет вид: 
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БЕЗВЕРХИЙ и др.

В уравнении (3) 
2 3 4

1 2 3 4 5/ / / / ,B A A t A t A t A t= − − − −  

C A A t A t6 7 8
2/ / ,  

D A A t E A A t9 10 11 12/ , / ,     

G A t A t A t  14
3

15
4

16
5/ / / ,  

H A t A t A t17
3

18
4

19
5/ / / .

Константы A9, A11 и A13 вычислялись по форму-
лам, следующим из условий в критической точке: 

p T preg c c
calc

c
exp, ,

( / / ,p pc T

calc

c c
reg  0

2 2 0p pc
T

calc

C c
reg / / ,

               
(4)

и по значениям остальных Ai, получаемых при ап-
проксимации массива p,ρ,T- данных: 
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9 1 2

1
10 3 4

 15  10  6  3

 8 ,

cA z r r

A r r e−

= − − − −

− − +

( )
11 1 2 9 10

1
12 3 4

 6  5  4  3 2  2

 5  3 ,

cA z r r A A

A r r e−

−= − − − − −

− − +                
(5)

 ( )
13 1 2

1
9 10 3 4

 4  5  3  2

 4  2 ,

cA z r r

A A r r e−
= − + + +

+ + + +    

где                r A A A A A1 1 2 3 4 5� – – – – ,

r A A A2 6 7 8,

r A A A3 14 15 16,

r A A A4 17 18 19.

Отметим, что константы Ai УС Бендера для мета-
на, приведенные в [7], получены подгонкой всех 
19 констант при аппроксимации р,r,T-данных 
и данных по второму вириальному коэффициенту 
без учета условий (4), поэтому их значения отли-
чаются от величин Ai в данной работе. 

Асимметричная сингулярная (масштабная) 
часть pscal в (1) содержит подгоночные константы 
q, k, M-ap, C1, b, ap и величины pc, ρc, Tc [14]:
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В pscal (6) вместо точного вида членов

( ) ( )/ 21

0

| /| 2p s k x q x d Cx
��
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для удобства аппроксимации использовалось вы-
ражение 

 k qp| | / | | /1 2 1 12 1 2     , 

которое получается при разложении по-
дынтегральной скобки (τ + qp|x|1/b)g с  точ-
ностью до  членов первого порядка ввиду  
γ ≈ 1 и последующего интегрирования. Для расчета 
поведения Cv, Cр в критической области по произ-
водным от pscal по температуре следует пользовать-
ся выражением (6), содержащим этот интеграл 
(а не его разложение). В (6) k есть коэффициент 
сжимаемости в  асимптотической зависимости 
pcKT = t -g /k на критической изохоре. Величина q 
в (6) является коэффициентом пограничной кри-
вой (бинодали) в  асимметричной форме Δρbin =  
± (-τ/q)b + B1(-τ)1‑α, B bk q1

22 5314112. / ,  
qp = 4.0015q [14]. Значения q = 0.191519,  
B1= –0.60439 получены аппроксимацией экс-
периментальной бинодали СH4 [18]. Критиче-
ские показатели g, b, α и  d = (γ+b)/b, их  тео
ретические значения b = 0.3255, γ = 1.239, α =0.11 
взяты для трехмерной модели Изинга [19]. 
C k qs p  ( , ) / ,1 2 2  B(α–1, 2β) = 2.6396 
(при данных α, b) – бета-функция Эйлера [20], 
α  — индекс теплоемкости в  зависимости Cv(τ) 
на критической изохоре ρ = ρc, M–ap = scTc/pc — 
ap, sc — значение критической энтропии на еди-
ницу объема, ap — константа преобразований По-
кровского [21]. Коэффициент асимметрии b в УС 
(6) связан с асимметричным членом в выражении 
для бинодали (bk = –0.2018609) и зависит от зна-
чения k, получаемого при аппроксимации всего 
массива p,r,T-данных.
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Экспериментальные p,ρ,T-данные  
и константы уравнения состояния

Коэффициенты комбинированного УС полу-
чены аппроксимацией экспериментальных p,ρ,T-
данных СН4 в интервалах их измерений (0 < r/rc <  
< 2.7, 100K <Т < 520 K, 0 < p ≤ 30 МПа). Аппрок-
симационный p,ρ,T-массив (677 точек) для СН4 
сформирован из  p,ρ,T-данных [18, 22–24], по-
лученных одним методом измерения плотности 
в широкой области состояний СН4. Эти данные, 
по нашему мнению, являются наиболее точными 
и согласованными (обзор p,ρ,T-данных приведен 
в [6]). К сожалению, p,ρ,T-данные [24] малочис-
ленны и разрежены в широкой окрестности кри-
тической точки. Параметры критической и трой-
ной точек для СН4 взяты из  [6]: Tс = 190.564 K, 
ρс = 162.66  кг/м3, pc = 4.5992 MПa (как близкие 
к экспериментальным из [18, 24]), zс = pс/(ρсRTс) = 
= 0.2862887, Tt = 90.6941K, ρt = 451.48  кг/м3,  
ωt = ρt/ρс = 2.775706 (здесь и далее нижний индекс 
«с» означает критическое значение, индекс «t» – 
значение в тройной точке).

Константы КУС (1) приведены в  таблице 1 
в сравнении с константами регулярного УС из ра-
боты [7]. Большинство констант preg из (3) являют-
ся близкими или совпадают с константами УС [7]. 
Различия связаны с учетом условий (4, 5), нали-
чием в (1) масштабной части pscal и со структурой 
квадратичного функционала для минимизации 
отклонений давления, примененного в  данной 
работе по сравнению с [7]. Из-за недостатка экс-
периментальных изотерм в  критической обла-
сти параметр l в  кроссоверной функции Y, от-
вечающий за  температурный интервал влияния 
масштабных законов и  определяемый по  p,ρ,T-
данным, оказался меньше, чем величина l, необ-
ходимая для корректного описания околокрити-
ческой изохоры Cv. Константа A19 = –0.252457215, 
определенная по p,ρ,T-данным, применялась для 
расчета preg и производных от preg, однако для кор-
ректного расчета Cv на ветви жидкости бинодали 
величина A19 = –0.269914830 была определена 
по экспериментальному значению Cv [25] на этой 
ветви при Т = 100 К и применялась только для рас-
четов регулярной части Cv. Как показали расчеты, 
вклад члена с  A19 в  Cv становится заметным при 
r > 370 кг/м3 и Т < 140 K, в других областях этот 
член и его производные малы. Среднеквадратич-
ная погрешность аппроксимации p,r,T-данных 
СH4 по давлению sp = 0.79%, среднее абсолютное 
отклонение (AAD) pcalc от pexp 0.42%, AAD по плот-
ности — 0.77%, при этом принималось, что значе-
ния Texp, rexp не содержат погрешностей. Отклоне-
ния dρ = 100(rexp - rcalc)/rexp, которые оценивались 
по линейным отклонениям давления Dp согласно 
формуле (rexp - rcalc)/ρexp = (Dp/p)/[(ρ/p)(∂p/∂ρ)T], 
не превышают 0.1 % в области жидкости 1.5 < ω 
< 2.8, при ω < 1 – до 1%, в критической области 

при ω ~ 1 возрастают до  5% из-за малости про-
изводной (∂p/∂ρ)T. Расчет давления по  констан-
там регулярного УС Бендера [7] (см. таблицу 1), 
в  котором не  выполняются условия (4) и  все 19 
констант УС [7] являются подгоночными, пока-
зал, что в области жидкости расчетные давления 
pcalc на  изотермах 100–140 К  отклоняются от  pexp 
до 100% при малых pexp , а AAD по давлению до-
стигает 8.4 %

Расчет теплоемкостей Cv , Cр и скорости звука W
Изохорная теплоемкость Cv вычислялась 

по  известному соотношению термодинамики 
интегрированием по  плотности производной  
[∂2(p/pc)/∂t2]w: от УС (1): 
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(7)

где p p p psr c( ) /scal reg , ω1 есть заданное зна-
чение ω на  верхнем пределе при интегрирова-
нии по  ω, ¶Y/¶t, ¶2Y/¶t2 от  Y (2) имеют явный 
вид и  не  содержат интегралов. Интегралы в (7) 
не выражаются в элементарных функциях (за ис-
ключением регулярной части теплоемкости Cv,reg) 
и  считались численно. Регулярный вклад Cv,reg в 
(7) рассчитывался с учетом значений A3, A4, A5, A8, 
A14, A15, A16, A17, A18 и A19

b (см. таблицу 1) по выра-
жению: 

С C Rt t

A A t A t A

A t A

v reg v
id

, /

/ /

/

3

3 4 5
2

8
2

14

2 6 12

6 12 115
2

16
3

17 18
2

19
3 2

20

2 6 12

20 1

2

/ /

/ / /

/

t A t

e A t A t

A t e

A A t A A t

A A t

2

2

3 6

10

14 17 15 18
2

16 19
3

/

/ /

/
,  

(8)

где Cv,
id — вклад теплоемкости разреженного газа, 

который для CH4 вычислялся по интерполяцион-
ной формуле [6]. 
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Таблица 1. Константы комбинированного уравнения состояния (1)

Константы Регулярное УС (3) УС Бендера [7]
A1 
A2 
A3

A4

A5 
A6 
A7

A8

A9

A10

A11 
A12

A13 

A14

A15

A16

A17

A18

A19
a

 

A19
b

M-aр

q
k
C1

ap

b

la

lb

m
wt

AADp

0.55104457
1.50480587

-0.24026687
0.51991547

-0.08055833
0.11590331

-0.10888514
0.29251222

0.13150041 –расчет по (5)
-0.037539896

0.03372831 –расчет по (5)
-0.154455451 

0.05555033 –расчет по (5) 
0.4522700 

-0.5204300 
0.11012334 
-0.71519943 
1.22695012 

-0.25245722a 
-0.26991483b

Масштабное УС (6)
 6.25075551

 0.191519
 11.578
-10.50
 0.26

-0.2018609/k
Кроссоверная
функция Y (2)

230.528a 
750.530b 

 28.57
2.775606

0.42%

0.55104457
1.50480587

-0.24026687
0.52042250
-0.08055833
0.129375740
-0.10932413 
0.29241625
0.10604835

-0.00261980
0.038262988
-0.16899818 
 0.056551167 
 0.45227466 
-0.51483472 
 0.11012346 
-0.72248008 
 1.20824752 
-0.26491483 

-

-
-
-
-
-
-

-
-
-
-

8.4%
a — значения A19 и l для расчета давления и производных от давления;
b — значения A19 для расчета регулярной части теплоемкости Cv,reg, l — для расчета Cv, Cp и W.

Температурные производные от pscal, входящие в 
(7), содержат интегралы по плотности, которые при 
вычислении заменялись быстросходящимися ряда-
ми, имеющими разную форму при τ < 0 и τ > 0 [17].

При расчете Cv по (7) в области жидкого состо-
яния (w1 >  1.5) было обнаружено недостаточно 
быстрое убывание вкладов в  Cv от  интегралов в 
(7), содержащих p p tsr sr, ( ) /  , которые дают 
некоторый остаток при прохождении критиче-
ской области вдоль околокритических изотерм 
при численном интегрировании по  w от  нуля 
до заданного значения w1. Поэтому применялись 
процедуры «обрезания» сингулярного вклада в Cv 
при расчетах вдоль изохор в  области состояний 
жидкости для температур, близких к Тс, которые 
подробно описаны в [12]. 

Вычисление Cp проводилось в  согласии с  об-
щей формулой термодинамики: 
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Формула (9) при подстановке выражений для 
производных принимает вид:
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Равновесная адиабатическая скорость звука W 
рассчитана по стандартной формуле:

W p R Cp Cp Cp

Cp Cp Cp z t C

c

c v

     

  

/

/( ) ( )

.0 5

2 2

4 5 6

3 2 1
00 5.

.
      

(10)

Экспериментальные и  табличные данные 
по Cp, Cv [1–4, 6, 25–29] и скорости звука W [30–
34] для CH4 на изохорах и изобарах привлекались 
в этой работе только для сравнения с расчетными 
значениями Cv, по формулам (7)–(10). Исключе-
ние составляет использование аппроксимацион-
ной формулы для расчета Cv,id и одного значения 
Cv,liq (100 К) [25] на ветви жидкости бинодали для 
определения константы A19

b при расчете Cv,reg (8).

Обсуждение результатов расчета модельных 
кривых Cp, Cv и W 

На рис. 1 представлено сравнение рассчитан-
ных по (7) значений Cv (кривая 1) на околокрити-
ческой изохоре, с  экспериментальными данны-
ми [25] в критической области и с данными [26], 
где получены подробные значения Cv вблизи Tc 
при r  ~ rc. Величины t = (T  — Tc)/Tc рассчита-
ны с учетом значения Tc, принятого в этой рабо-
те. Модельные кривые 2 и 3 (рис. 1) рассчитаны 
вдоль экспериментальных изохор в  газовой об-
ласти (r  =  128.0  кг/м3) и  области жидкости (r  = 
= 230.0 кг/м3). Модельная кривая 1 хорошо согла-
суется с данными [25, 26] во всей области значе-
ний t, но кривые 2 и 3 на далеких от rс изохорах, 
где масштабный вклад в Cv мал, при t < 0.05 идут 
ниже экспериментальных значений, что связано 
с поведением регулярной части Cv,reg (8). Сравне-
ние с  работой [12] (тонкие линии) показывает, 
что на изохорах 2 и 3 поведение Cv с учетом регу-
лярной части КУС [12] лучше соответствует экс-
перименту, чем поведение Cv, рассчитанное по (8) 
с  коэффициентами preg (жирные линии) или  для 
регулярной модели УС Бендера [7] (пунктирные 
линии).

9 
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Рис. 1. Теплоемкость Cv на изохорах вблизи и вдали от rc = 162.66 кг/м3. Расчетные жирные 

кривые: 1 – 160.7, 2 – 128.0, 3 – 230.0 кг/м3. При расчете t  принято Tc = 190.564 К. Тонкие линии 

– расчет по модели КУС [12], пунктирные линии – расчет по модели УС Бендера [7]. Экспери-

мент: 4 – r = 163.0 кг/м3 [25]; 5 – r = 160.7 кг/м3 [26]; 6 – 128.0, 7 – 230.0 кг/м3 [25].
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Рис. 1. Теплоемкость Cv на изохорах вблизи и вдали 
от rc = 162.66 кг/м3. Расчетные жирные кривые: 1 – 
160.7, 2 – 128.0, 3 – 230.0 кг/м3. При расчете t приня-
то Tc = 190.564 К. Тонкие линии — расчет по модели 
КУС [12], пунктирные линии — расчет по модели УС 
Бендера [7]. Эксперимент: 4 – r = 163.0  кг/м3 [25]; 
5 – r = 160.7 кг/м3 [26]; 6 – 128.0, 7 – 230.0 кг/м3 [25].

Результаты расчета Cp (9) на  изобарах в  кри-
тической области (рис.2) показывают хорошее 
совпадение модельных кривых Cp (9) с  экспери-
ментальными данными [27, 29], которые не  ис-
пользовались при нахождении коэффициентов 
КУС (1), и  с  табличными данными [6], которые 
рассчитаны по УС-SetW. Для набора констант Аi 
регулярного УС Бендера [7] (см. таблицу 1) рас-
считать поведение Cp и скорость звука W в крити-
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ческой области невозможно из-за невыполнения 
условий (4), поскольку производная (∂preg/∂ρ)|T < 0 
в реальной критической точке метана.

10 

Рис. 2. Теплоемкость Cp на изобарах в критической области. Символы – экспериментальные 

данные, сплошные линии – расчет по (9), пунктирная линия – расчет по многоконстантному УС-

SetW [6] при p = 5 МПа. Эксперимент: 1 – 8.274, 2 – 5.516, 3 – 5.00, 4 – 4.30 МПа, [27]; 5 – 5.00, 6 

– 3.20 МПа [29].
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хода к масштабным законам для производных давления, регулируемая коэффици-

ентом lа в Y (2) ,более узкая, чем при величине lb для расчета Cv, W . 
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Рис.  2. Теплоемкость Cp на  изобарах в  критической 
области. Символы  — экспериментальные данные, 
сплошные линии  — расчет по  (9), пунктирная ли-
ния — расчет по многоконстантному УС-SetW [6] при 
p = 5 МПа. Эксперимент: 1 – 8.274, 2 – 5.516, 3 – 5.00, 
4 – 4.30 МПа, [27]; 5 – 5.00, 6 – 3.20 МПа [29]. 

В критической области поведение кривых Wcalc 
(10) по  нашей модели в  зависимости от  плотно-
сти на изотермах, близких к Tc, показано на рис. 3 
(жирные линии) в хорошем соответствии с экспе-
риментальными данными [30, 33] и кривыми УС-
SetW [6] (штриховые линии). Более крутое паде-
ние расчетных кривых Wcalc (10) к минимальным 
значениям при rc по  сравнению с  эксперимен-
тальными кривыми в газовой области 120 кг/м3 <  
< r < rc при T ~ Tc, вероятно, связано с малочис-
ленностью p,r,T-данных в  этой области. Вслед-
ствие этого температурная область перехода 
к  масштабным законам для производных давле-
ния, регулируемая коэффициентом lа в  Y (2),  — 
более узкая, чем при величине lb для расчета Cv, W .

Тонкими линиями на рис. 3 для изотерм 200.16 
К, 193.05 К, 190.86 К показано поведение кривых 
Wcalc по  кроссоверной модели УС (8 регулярных 
и 4 масштабных подгоночных коэффициента) [35] 
в критической области при 90 кг/м3 < r < 230 кг/м3. 
Вне этого интервала заметны растущие отклоне-
ния расчетных кривых [35] от значений Wexp.

В  регулярной области состояний при р от  1 
до  30 МПа расчеты Cp по  (9) показали совпаде-
ние с экспериментальными данными [1, 2, 3, 27, 
29] (общий массив данных — 220 точек) в преде-
лах от –2% до 2% в интервале температур от 100 
К  до  400 К. В  критической области отклоне-
ния расчетных Cp (9) от  табличных значений [6] 
на  изобаре 5 МПа достигают ±5%, что объясня-
ется наличием в  КУС (1) масштабной части pscal, 

в отличие от регулярного УС-SetW [6], в котором 
не соблюдены критические условия (4). 

На рис. 4 представлены Cp-данные в зависимо-
сти от давления [1] (символы) на изотермах вдали 
от Тс в регулярной области состояния. Модельные 
кривые Cp (9) (линии) хорошо аппроксимируют 
поведение экспериментальных кривых, макси-
мальная погрешность описания — 2.5%.

12 
(линии) хорошо аппроксимируют поведение экспериментальных кривых, макси-

мальная погрешность описания 2.5%. 

Рис. 4. Поведение расчетных кривых Cp (9) (линии) на изотермах в сравнении с эксперимен-

том [1] (символы) в зависимости от давления в регулярной области состояния метана. 

Поведение расчетных кривых Cv и W вдоль ветвей пограничной кривой жид-

кость-пар (бинодали) является важной характеристикой пригодности модели КУС 

(1) в регулярной области состояний. На рис. 5 дано сравнение поведения модель-

ных кривых Cv (7) (жирные линии) на бинодали вдоль ветви газа и жидкости с таб-

личными данными [6] (тонкие линии) и [4] (пунктирные линии). Эксперименталь-

ные данные Cv на бинодали имеются только для ветви жидкости (кружки) [25]. При 

расчете Cv,reg (8) применен коэффициент A19 = -0.269914830, определенный по экс-

периментальному значению Cv при 100 К [25]. Максимальное отклонение значений 

Cv (7) на ветви жидкости в интервале 110 K < T < 140 K от кривой [6] (тонкая ли-

ния) не превышает 5%, что находится в пределах погрешности данных [25]. Кри-

вые Cv на газовой ветви бинодали, рассчитанные по регулярным УС [4] и УС-SetW 

[6], в регулярной области лежат близко к модельной кривой Cv (7), которая в кри-

тической области ввиду учета масштабного вклада, по нашему мнению, лучше от-

ражает реальное поведение Cv. Штриховые линии на рис.5 показывают поведение 

Cv вдоль ветвей жидкости и газа, рассчитанное с помощью коэффициентов регу-

лярного УС Бендера [7], причем штриховая кривая вдоль ветви газа совпадает во 

всем интервале температур с модельной кривой Cv (7) за исключением критической 

области. 
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Рис.  4. Поведение расчетных кривых Cp (9) (линии) 
на изотермах в сравнении с экспериментом [1] (сим-
волы) в зависимости от давления в регулярной обла-
сти состояния метана.
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Рис. 3. Скорость звука W на изотермах вблизи Тс в зависимости от плотности. Жирные линии 

– расчет по (10), тонкие линии (200.16 К, 193.05 К, 190.86 К) – расчет по кроссоверному УС [35],

штриховые (200.16 К, 191.46 К, 190.86 К) – расчет по УС SetW [6]. Эксперимент: 1 – 200.16 K

[30]; 2 – 190.63 K, 3 – 190.86 K, 4 – 191.46 K , 5 – 193.05 K [33].

Тонкими линиями на рис. 3 для изотерм 200.16 К, 193.05 К, 190.86 К показано 

поведение кривых Wcalc по кроссоверной модели УС (8 регулярных и 4 масштабных 

подгоночных коэффициентов) [35] в критической области при 90 кг/м3 < r < 230 

кг/м3. Вне этого интервала заметны растущие отклонения расчетных кривых [35] от 

значений Wexp. 

В регулярной области состояний при р от 1 до 30 МПа расчеты Cp по (9) пока-

зали совпадение с экспериментальными данными [1, 2, 3, 27, 29] (общий массив 

данных – 220 точек) в пределах от -2% до 2% в интервале температур от 100К до 

400К. В критической области отклонения расчетных Cp (9) от табличных значений 

[6] на изобаре 5 МПа достигают ±5%, что объясняется наличием в КУС (1) мас-

штабной части pscal в отличие от регулярного УС-SetW [6], в котором не соблюдены

критические условия (4).

На рис. 4 представлены Cp –данные в зависимости от давления [1] (символы) на 

изотермах вдали от Тс в регулярной области состояния. Модельные кривые Cp (9) 
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Рис. 3. Скорость звука W на изотермах вблизи Тс в за-
висимости от  плотности. Жирные линии  — расчет 
по (10), тонкие линии (200.16 К, 193.05 К, 190.86 К) – 
расчет по кроссоверному УС [35], штриховые (200.16 
К, 191.46 К, 190.86 К) – расчет по УС SetW [6]. Экс-
перимент: 1 – 200.16 K [30]; 2 – 190.63 K, 3 – 190.86 K, 
4 – 191.46 K , 5 – 193.05 K [33].
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Поведение расчетных кривых Cv и W вдоль вет-
вей пограничной кривой «жидкость — пар» (би-
нодали) является важной характеристикой при-
годности модели КУС (1) в  регулярной области 
состояний. На  рис.  5 дано сравнение поведения 
модельных кривых Cv (7) (жирные линии) на би-
нодали вдоль ветви газа и  жидкости с  таблич-
ными данными [6] (тонкие линии) и [4] (пун-
ктирные линии). Экспериментальные данные Cv 
на бинодали имеются только для ветви жидкости 
(кружки) [25]. При расчете Cv,reg (8) применен ко-
эффициент A19 = –0.269914830, определенный 
по  экспериментальному значению Cv при 100 К 
[25]. Максимальное отклонение значений Cv (7) 
на ветви жидкости в интервале 110 K < T < 140 K 
от  кривой [6] (тонкая линия) не  превышает 5%, 
что находится в  пределах погрешности данных 
[25]. Кривые Cv на  газовой ветви бинодали, рас-
считанные по регулярным УС [4] и УС-SetW [6], 
в регулярной области лежат близко к модельной 
кривой Cv (7), которая в критической области вви-
ду учета масштабного вклада, по нашему мнению, 
лучше отражает реальное поведение Cv. Штрихо-
вые линии на рис. 5 показывают поведение Cv вдоль 
ветвей жидкости и газа, рассчитанное с помощью 
коэффициентов регулярного УС Бендера [7], при-
чем штриховая кривая вдоль ветви газа совпадает 
во всем интервале температур с модельной кривой 
Cv (7), за исключением критической области.

13 

Рис. 5. Поведение Cv на ветвях бинодали: эксперимент (кружки) – [25]; жирные линии (7) – 

данная работа, тонкие линии – УС SetW [6]; пунктирные линии – табличные данные [4]. Штри-

ховые линии – расчет Cv с использованием констант регулярного УС Бендера [7]. 

Для оценки пригодности применяемой модели уравнения состояния прове-

дены расчеты скорости звука, которая является наиболее чувствительным свой-

ством по сравнению с другими экспериментальными данными. Скорости звука 

Wcalc, рассчитанные по (10) вдоль газовой ветви и ветви жидкости пограничной 

кривой (рис. 6, жирные линии), показывают хорошее совпадение с эксперимен-

тальными данными [31, 33] и со справочными данными [6] (тонкие линии). В кри-

тической области на ветви газа имеется отличие Wcalc, связанное с более узкой об-

ластью перехода к теоретическим зависимостям по скейлингу. Отклонения мо-

дельных кривых Wcalc (10) от справочных данных [6] меньше 1% в регулярной об-

ласти поведения и достигают 10 % в критической области. Отметим, что данные по 

скорости звука не привлекались для получения коэффициентов КУС (1). 
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Рис.  5. Поведение Cv на  ветвях бинодали: экспери-
мент (кружки) – [25]; жирные линии (7) – данная 
работа, тонкие линии  — УС SetW [6]; пунктирные 
линии — табличные данные [4]. Штриховые линии — 
расчет Cv с использованием констант регулярного УС 
Бендера [7]. 

Для оценки пригодности применяемой мо-
дели уравнения состояния проведены расчеты 

скорости звука, которая является наиболее чув-
ствительным свойством по сравнению с другими 
экспериментальными данными. Скорости звука 
Wcalc, рассчитанные по  (10) вдоль газовой ветви 
и  ветви жидкости пограничной кривой (рис.  6, 
жирные линии), показывают хорошее совпа-
дение с  экспериментальными данными [31, 33] 
и  со  справочными данными [6] (тонкие линии). 
В критической области на ветви газа имеется от-
личие Wcalc, связанное с  более узкой областью 
перехода к теоретическим зависимостям по скей-
лингу. Отклонения модельных кривых Wcalc (10) 
от справочных данных [6] меньше 1% в регуляр-
ной области поведения и достигают 10 % в крити-
ческой области. Отметим, что данные по скорости 
звука не привлекались для получения коэффици-
ентов КУС (1). 14 

Рис. 6. Скорость звука W вдоль бинодали. Кривые: жирные – расчет по (10), данная работа, 

тонкие – УС SetW [6], штриховые – табличные данные [4]. Эксперимент: 1 – [33], 2 –[31]. 

Поведение модельных кривых W(p), рассчитанных по (10) вдоль изотерм в 

регулярной области состояния, показано на рис. 7 в сравнении с 

экспериментальными данными Straty [31], измеренными в широком интервале 

температур от 100 до 300 К и давлений до 35 МПа. Модельные зависимости 

хорошо согласуются с экспериментальными кривыми, отклонения расчетных 

значений Wcalc от данных Wexp [31] менее 1%, на изотермах 240 – 300К не более 

3.5%. Пунктирные линии (рис. 7) рассчитаны по регулярному УС Бендера [7], ко-

торые хорошо соответствуют сплошным линиям, но расположены немного ниже в 

пределах экспериментальной погрешности. Сравнение расчета W по УС [7] с мо-

дельными кривыми (10) показывает, что вклад в Wcalc от масштабной части КУС (1) 

мал в регулярной области, а их различие объясняется разными коэффициентами 

регулярной части preg КУС (1) и УС Бендера [7] (см. таблицу 1). 
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Рис.  6. Скорость звука W вдоль бинодали. Кривые: 
жирные  — расчет по  (10), данная работа, тонкие  — 
УС SetW [6], штриховые  — табличные данные [4]. 
Эксперимент: 1 – [33], 2 –[31].

Поведение модельных кривых W(p), 
рассчитанных по (10) вдоль изотерм в регулярной 
области состояния, показано на рис. 7 в сравнении 
с  экспериментальными данными Straty [31], 
измеренными в  широком интервале температур 
от  100 К  до  300 К  и  давлений до  35 МПа. 
Модельные зависимости хорошо согласуются 
с  экспериментальными кривыми, отклонения 
расчетных значений Wcalc от данных Wexp [31] ме-
нее 1%, на изотермах 240–300К — не более 3.5%. 
Пунктирные линии (рис. 7) рассчитаны по регу-
лярному УС Бендера [7], которые хорошо соот-
ветствуют сплошным линиям, но  расположены 
немного ниже в  пределах экспериментальной 
погрешности. Сравнение расчета W по  УС [7] 
с  модельными кривыми (10) показывает, что 
вклад в  Wcalc от  масштабной части КУС (1) мал 

КОМБИНИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ МЕТАНА
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в регулярной области, а их различие объясняется 
разными коэффициентами регулярной части preg 
КУС (1) и УС Бендера [7] (см. таблицу 1). 15 

Рис. 7. Скорость звука W на изотермах в регулярной области состояний метана, Т= 

100 (1), 120 (2), 150 (3), 170 (4), 184 (5), 210 (6), 240 (7), 270 (8), 300 К (9). Символы – экспе-

римент [31]; сплошные линии – расчет по (10), данная работа; пунктирные линии – расчет по ко-

эффициентам регулярного УС Бендера [7]. 

Как показали расчеты Wcalc вдоль изотерм (рис. 8), в области экстраполяции от 

30 МПа до 50 МПа значения Wcalc (50 МПа) от 2.5 % до 5% выше табличных дан-

ных W, рассчитанных по многоконстантному УС [6]. В остальных областях состоя-

ний Wcalc находятся в превосходном согласии с табличными величинами. На рис. 8 

для сравнения показаны тонкими линиями зависимости W(p), аналогично рассчи-

танные по модели КУС с регулярной частью, содержащей 13 подгоночных кон-

стант [12]. 
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Рис. 7. Скорость звука W на изотермах в регулярной 
области состояний метана, Т = 100 (1), 120 (2), 150 (3), 
170 (4), 184 (5), 210 (6), 240 (7), 270 (8), 300 К (9). Сим-
волы — эксперимент [31]; сплошные линии — расчет 
по (10), данная работа; пунктирные линии — расчет 
по коэффициентам регулярного УС Бендера [7].

Как показали расчеты Wcalc вдоль изотерм 
(рис. 8), в области экстраполяции от 30 МПа до 50 
МПа значения Wcalc (50 МПа) от 2.5 % до 5% выше 
табличных данных W, рассчитанных по  много-
константному УС [6]. В  остальных областях со-
стояний Wcalc находятся в превосходном согласии 
с  табличными величинами. На  рис. 8 для срав-
нения показаны тонкими линиями зависимости 
W(p), аналогично рассчитанные по  модели КУС 
с  регулярной частью, содержащей 13 подгоноч-
ных констант [12]. 16 

Рис. 8. Скорость звука W на изотермах в регулярной области состояния метана до 50 МПа. 

Символы – табличные данные [6], жирные линии – соответствующие изотермы, рассчитанные по 

(10). Тонкие кривые – расчет W по модели КУС [12]. 

Предложено комбинированное УС в явной форме, включающее 19-

константное УС Бендера для регулярной области и масштабное 6 -константное УС 

для критической области, с помощью которого получено описание термических и 

калорических свойств СН4. Описание p,ρ,T-данных получено в однофазной области 

газового и жидкого состояний в интервалах до 50 МПа и от 100 К до 520 К с sp 

~0.8%. Рассчитаны теплоемкости Cv, Cр и скорость звука W в широком диапазоне 

параметров однофазного состояния, включая критическую область, с использова-

нием коэффициентов комбинированного УС. Расчетные величины Cv показывают 

хорошее согласие с экспериментальными данными по Cv у разных авторов с откло-

нениями в пределах до 5% в регулярной области состояния и до 8-10% в критиче-

ской области. Поведение расчетных свойств Cv, Cр и W по данной модели хорошо 

соответствует табличным величинам [6] и экспериментальным данным с точно-

стью 2– 4% в разных областях состояний вне критической области. Показано, что 

расчетные Cv, Cр и W по регулярному УС Бендера [7] и по комбинированному УС 

(1) близки или совпадают в регулярной области поведения. В критической области

в отличие от УС [7] для регулярной части preg в КУС (1) в форме УС Бендера точно

выполняются три условия (4) в критической точке, что позволяет использовать preg

в качестве неасимптотической добавки к масштабным зависимостям в критической

области.
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Рис. 8. Скорость звука W на изотермах в регулярной 
области состояния метана до 50 МПа. Символы — та-
бличные данные [6], жирные линии  — соответству-
ющие изотермы, рассчитанные по (10). Тонкие кри-
вые — расчет W по модели КУС [12].

Предложено комбинированное УС в  явной 
форме, включающее 19-константное УС Бенде-
ра для регулярной области и  масштабное 6-кон-
стантное УС для критической области, с  помо-
щью которого получено описание термических 
и  калорических свойств СН4. Описание p,ρ,T-
данных получено в  однофазной области газово-
го и жидкого состояний в интервалах до 50 МПа 
и  от  100 К  до  520 К  с sp ~0.8%. Рассчитаны те-
плоемкости Cv, Cр и скорость звука W в широком 
диапазоне параметров однофазного состояния, 
включая критическую область, с использованием 
коэффициентов комбинированного УС. Расчет-
ные величины Cv показывают хорошее согласие 
с  экспериментальными данными по  Cv у  разных 
авторов с отклонениями в пределах до 5% в регу-
лярной области состояния и до 8–10% в критиче-
ской области. Поведение расчетных свойств Cv, 
Cр и  W по  данной модели хорошо соответствует 
табличным величинам [6] и экспериментальным 
данным с точностью 2–4% в разных областях со-
стояний вне критической области. Показано, что 
расчетные Cv, Cр и W по регулярному УС Бендера 
[7] и по комбинированному УС (1) близки или со-
впадают в регулярной области поведения. В кри-
тической области, в  отличие от  УС [7] для регу-
лярной части preg , в КУС (1) в форме УС Бендера 
точно выполняются три условия (4) в  критиче-
ской точке, что позволяет использовать preg в каче-
стве неасимптотической добавки к  масштабным 
зависимостям в критической области. 

Для расчета сингулярного поведения Cv, Cр 
и W в критической области применялись крити-
ческие индексы, теоретически рассчитанные для 
трехмерной модели Изинга. Сравнение расчет-
ного поведения W по комбинированному УС (1) 
с расчетами по кроссоверной модели УС для СН4 
[35] показывает расхождение расчетных кривых 
по обеим моделям и с экспериментом в критиче-
ской области не более 5%. По сравнению с нашим 
КУС кроссоверные УС [11, 35] пригодны в огра-
ниченной области вокруг критической точки 
и неудобны для практических расчетов из-за не-
явной формы производных от давления и кроссо-
верной функции.

По нашему мнению, регулярная часть с 19 кон-
стантами в  форме УС Бендера позволяет точнее 
рассчитывать Cv, Cр и W в области состояний жид-
кости до  50 МПа, чем предложенная ранее нами 
новая форма preg [12] c 13 константами в КУС (1), 
однако в околокритической области состояний preg 
[12] позволяет более точно описать поведение Cv. 

Комбинированное УС в  явной форме с  от-
носительно небольшим числом подгоночных 
констант позволяет проще рассчитывать термо-
динамические свойства СН4 в  разных областях 
состояния на уровне погрешности эксперимента. 

БЕЗВЕРХИЙ и др.
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Данные по Cv, Cp и W не привлекались для полу-
чения подгоночных коэффициентов для данной 
модели УС. Поэтому применение предлагаемого 
способа для расчетов теплофизических свойств 
других жидкостей требует меньше данных и явля-
ется более практичным. 
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