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лекул в замкнутой форме. Выведены аналитические формулы колебательных и вращательных 
статистических сумм. Приближения связанных нелинейных осцилляторов и асимметричного 
волчка используются для расчета этих статистических сумм. Верхние границы колебательных 
квантовых чисел и поведение термодинамических функций в зависимости от температуры да-
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тического метода проверена сравнением с экспериментальными данными и с методом прямого 
суммирования, в котором используются теоретические значения энергетических уровней. Ана-
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ВВЕДЕНИЕ

Чтобы рассчитать термодинамические свойства 
газов, необходимо знать их статистические сум-
мы. Огромное количество литературы существу-
ет на эту тему. В настоящее время аналитические 
представления термодинамических функций стали 
представлять большой интерес при работе с двуха-
томными [1–10] и трехатомными [11–13] молекула-
ми. При наличии информации об энергетических 
уровнях данной молекулы аналитические выраже-
ния статистической суммы можно использовать 
для расчета термодинамических функций в широ-
ком диапазоне температур также в аналитическом 
виде. Вращательно-колебательные уровни энергии 
двухатомных молекул могут быть получены путем 
решения уравнения Шредингера с  использова-
нием моделей внутримолекулярной потенциаль-
ной энергии [1–14]. Точные расчеты колебатель-
но-вращательных уровней энергии становятся все 
более доступными в связи с увеличением вычис-
лительных мощностей. В условиях значительного 
увеличения вычислительных ресурсов было пред-
принято много усилий по использованию методов 
из первых принципов для расчета энергетических 
уровней трехатомных молекул с высокой степенью 
точности [15,16]. Несмотря на это, расчеты, свя-
занные с большими многоатомными молекулами, 

сложны, а полное описание колебательно-враща-
тельного движения для большинства таких молекул 
пока недостижимо.

Традиционный подход к  прогнозированию 
термодинамических свойств газов включает боль-
шое количество эмпирических формул со многи-
ми коэффициентами и другими молекулярными 
константами. Например, экспериментальные ве-
личины теплоемкости, энтальпии, энергии Гибб-
са и  энтропии представляются соотношениями 
с  шестнадцатью численными коэффициентами 
в ограниченной температурной области [17]. Для 
осуществления процедуры, развитой здесь, необ-
ходимо знание только шести спектроскопических 
констант, поскольку гармонические частоты и вра-
щательные постоянные трехатомных молекул об-
щеизвестны. Когда информация об энергетических 
уровнях (или спектроскопических константах) до-
ступна либо из уравнения Шредингера, либо из 
спектроскопических данных, настройка статисти-
ческой суммы позволяет рассчитать термодинами-
ческие свойства при любой желаемой температуре. 
Здесь будем рассматривать температуры, при кото-
рых можно ограничиться основным электронным 
состоянием. Внутренняя статистическая сумма Q 
приобретает вид QeQtrQvr, где Qe, Qtr и Qvr – элек-
тронная, поступательная и колебательно-враща-
тельная статистические суммы. Поступательная 
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статистическая сумма рассчитывается с использо-
ванием формулы для идеального газа и Qe = gegn, 
где ge, gn – коэффициенты электронного и ядерно-
го вырождения. В литературе доступны различные 
методы расчета колебательно-вращательной ста-
тистической суммы. Приближенные методы, ос-
нованные на развязке колебательных и вращатель-
ных движений, являются распространенной прак-
тикой [18,19]. Основная идея развязки заключается 
в фиксации вращательных постоянных таким об-
разом, чтобы энергия вращения не зависела от ко-
лебательного состояния молекулы. Тогда Qvr есть 
произведение колебательной Qvib и вращательной 
Qrot статистических сумм. Это еще одно из ограни-
чений сверху по температуре, при которой средние 
колебательные квантовые числа значительно воз-
растают от их величин в среднем колебательном 
состоянии [10].

Однако, насколько нам известно, вопросы 
о том, какими должны быть эффективные анали-
тические представления термодинамических ве-
личин, таких как энтропия, энтальпия, свободная 
энергия Гиббса и теплоемкость, еще предстоит ре-
шить, исходя из первых принципов. Знание тер-
модинамических свойств веществ необходимо для 
понимания многих физических явлений и для ин-
женерного проектирования промышленных про-
цессов. Обеспечение термодинамических величин 
трехатомных газов не теряет актуальности в физи-
ческой химии, особенно, если эти представления 
эффективные и аналитические. Здесь мы предла-
гаем аналитический метод расчета четырех тер-
модинамических функций для нелинейных треха-
томных молекул и проверяем его надежность путем 
сравнения с экспериментальными данными и с те-
оретическими расчетами, использующими метод 
прямого суммирования.

КОЛЕБАТЕЛЬНАЯ 
СТАТИСТИЧЕСКАЯ СУММА

Колебательную статистическую сумму треха-
томных молекул запишем в обычном виде

	 Q g v hc
E v E

k Tvib d
vib vib

Bv

N

= −
−





=
∑ ( )exp

( ) ( )0

0

,	 (1)

где сокращенные обозначения таковы: v = (v1, v2, 
v3), N = (N1, N2, N3) и gd(v) = 1, поскольку все три 
колебания невырожденные для нелинейной моле-
кулы. Для расчета колебательной энергии обычно 
применяется разложение в ряд внутримолекуляр-
ного потенциала по смещениям колебательных ко-
ординат [20]. В частности, простое выражение для 
Evib(v) (в см–1) можно получить с помощью теории 
возмущений второго порядка, учитывающей чле-
ны четвертого порядка по этим координатам (без 
энергии нулевых колебаний):

	 ∑( )∆
= − +

=

hc
E v
k T

q v p v r v
( )

( )vib

B
i i i i

i

2

1

3

,	 (2)

где зависящие от температуры параметры qi и pi 
определяются через спектроскопические констан-
ты молекул [20]:
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и r(v) – вклад в колебательную энергию недиаго-
нальных членов
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Для нелинейных трехатомных молекул параметр 
pi всегда положителен. Случай r(v) = 0 соответству-
ет модели осцилляторов Морзе [7,8].

Трудности, возникающие при прямом сумми-
ровании, связаны со знанием спектроскопических 
констант и определением соответствующих крите-
риев отсечки. Были предложены различные стра-
тегии [10,21–23]. Суммирование должно включать 
все колебательные уровни вплоть до предела диссо-
циации. Будем рассматривать все значения (v1, v2, 
v3), для которых выполняется следующий критерий 
отсечения:
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где D – энергия диссоциации для молекулы, у ко-
торой вращательный угловой момент равен нулю 
(j = 0). Это система трех уравнений, которую мож-
но решить либочисленно, либо графически. Ее ре-
шение позволяет найти граничные колебательные 
числа N1, N2 и N3 . По-другому говоря, D есть вели-
чина DE(0, N2, 0) для самого низкочастотного коле-
бания (см. рис. 1).

Оглядываясь назад, замечаем, что ангармониче-
ские осцилляторы становятся связанной системой 
из-за слагаемого r(v). Сначала рассмотрим систему, 
в которой каждое колебание можно рассматривать 
как изолированный осциллятор Морзе. Поскольку 
недиагональных членов нет, то вероятность найти i 
систему с энергией Ei при температуре T будет равна
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где нормировочная постоянная Qvib
i( )  есть статисти-

ческая сумма i системы
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Теперь уравнение (1) можно преобразовать та-
ким образом, чтобы получить выражение для пол-
ной Qvib, которое вместе с уравнениями (2) и (7) дает
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Используя кумулянтное разложение, уравнение 
(10) можно переписать в виде:
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где средние r v n( )  равны
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и т. д. Приближение независимых осцилляторов из 
(7) примечательно тем, что статистическая сумма 

Qvib выражается через средние колебательные кван-
товые числа vi

n  (n = 1, 2, …), взятые для каждого 
колебания отдельно. Расчеты показывают, что вто-
рое слагаемое в экспоненте получается значитель-
но меньше первого и можно ограничиться первым 
членом кумулянтного разложения.

Однако есть несколько причин, по которым це-
лесообразно пересмотреть имеющиеся формулы 
для статистической суммы. Даже когда суммирова-
ние возможно при высоких температурах, анали-
тические выражения обычно оказываются быстрее 
и удобнее, если частоты колебаний меньше тепло-
вой энергии, а параметр вращения исчезающе мал. 
Уместно отметить, что аналитические выражения 
позволяют исследовать различные предельные слу-
чаи, не поддающиеся анализу на основе определе-
ния статистической суммы как конечной суммы. 
Далее будут выведены точные аналитические вы-
ражения для колебательных статистических сумм 
и средних колебательных квантовых чисел.

СТАТИСТИЧЕСКАЯ СУММА ДЛЯ 
ОСЦИЛЛЯТОРА МОРЗЕ

Теперь рассмотрим статистическую сумму, под-
ходящую для невырожденного колебания, описы-
ваемого моделью осциллятора Морзе
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где номер колебательной моды опускаем для кра-
ткости. Основная идея вывода заключается в ис-
пользовании полиномов Эрмита двух переменных
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как набора коэффициентов производящей функ-
ции [24]
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При p > 0 эти полиномы можно записать через 
преобразование Гаусса–Вейерштрасса [24]
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Затем уравнение (13) можно переписать более 
детально
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Рис. 1. Определение без вращательной энергии дис-
социации D для воды. Вырожденные колебания от-
сутствуют. Верхние границы колебательных кванто-
вых чисел составляют N1=12, N2=47, N2=11; ν – ко-
лебательное квантовое число, ΔЕ – колебательная 
энергия.
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Суммирование по n дает функцию e–vqʹ и конеч-
ную сумму по v вычислим с помощью формулы ге-
ометрической прогрессии, получая выражение для 
обрезанного гармонического осциллятора
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Таким способом удается вывести аналитическое 
выражение статистической суммы осциллятора 
Морзе в виде интеграла
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Полученная формула справедлива при всех 
значениях q- и p-параметров. В случае исчезаю-
ще малой ангармоничности колебаний (p → 0) под 
интегралом появляется дельта-функция d(qʹ – q) 
и результирующее выражение сводится к статисти-
ческой сумме обрезанного гармонического осцил-
лятора. Предел N = ∞ соответствует гармоническо-
му осциллятору.

Аналогичным образом можно вывести анали-
тические выражения для средних колебательных 
квантовых чисел, записав ответ в виде интеграла
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Заметим, что производные Q(n)(q) можно вычис-
лить в общем виде. Простые выкладки приводят 
к результату
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Полученные аналитические выражения для сред-
них колебательных квантовых чисел позволяют за-
писать представляющие интерес термодинамиче-
ские функции также в аналитическом виде, посколь-
ку необходимые производные статистической суммы 
по температуре вычисляются следующим образом:
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В частности, вклад i колебания в теплоемкость 
дается выражением
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где R – универсальная газовая постоянная.

ВРАЩАТЕЛЬНАЯ 
СТАТИСТИЧЕСКАЯ СУММА

Нелинейные трехатомные молекулы вращают-
ся как асимметричные волчки. Асимметричный 
волчок имеет различные вращательные посто-
янные A, B и C. Его энергетические уровни уже 
нельзя представить в замкнутом виде и, следова-
тельно, невозможно получить точное аналитиче-
ское выражение для статистической суммы. Для 
асимметричного волчка Уотсон [25] вывел асим-
птотическую формулу вращательной статистиче-
ской суммы:
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	(28)

где каждая сумма пробегает три циклических пе-
рестановки (ABC), (BCA), (CAB). Заметим, что 
эту статистическую сумму следует разделить на 
число симметрии s, равное числу одинаковых 
конфигураций, возникающих при вращении мо-
лекулы.

Термодинамические функции получаются диф-
ференцированием статистической суммы по тем-
пературе. Необходимые для этой цели первую 
и вторую производные находим сразу

	 T
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f T f T
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,	 (29)
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Уравнения (29) и (30) позволяют записать для 
вклада вращений в теплоемкость следующее выра-
жение
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В приближении идеального газа теплоемкость 
при постоянном давлении Cp равна R + Crot. Пер-
вые слагаемые в уравнениях (29)–(31) представля-
ют собой предел классической статистики для со-
ответствующих выражений.

МЕТОД РАСЧЕТА

Используя развитый формализм для различных 
статистических сумм, запишем теперь развернутое 
выражение полной статистической суммы:

	 Q Q Q Q Q e Qtr vib vib vib
r v

rot= − < >1 1 2 3

σ
( ) ( ) ( ) ( ) ,	 (32)

где Qe = 1 (в 1S состоянии) и Qtr – статистическая 
сумма поступательного движения

	 Q
Mk T

h

k T
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B B= 





2
2

3
2π

,	 (33)

M – масса молекулы, p – давление. Имея в наличие 
статистическую сумму, будем рассчитывать термо-
динамические функции газов, используя для этой 
цели известные термодинамические соотношения.

Молярная энтальпия:

	 H
RT

Q
dQ
dT

=
2

.	 (34)

Для удобства применения этой формулы распи-
шем относительную производную по температуре 
более подробно
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где необходимые величины даются соотношени-
ями (12), (22) и (29). Для того чтобы результаты, 
полученные здесь, можно было сравнить с литера-
турными данными, необходимо масштабированное 
значение молярной энтальпии. Масштабированная 
величина записывается как H(T) – H(298.15) [26], 
где H(298.15) обозначает молярную энтальпию, 
рассчитанную при 298.15 К и давлении 0.1 МПа.

Молярная энтропия

	 = + 



S R Q

RT
Q

dQ
dT

ln . 	 (36)

Свободная энергия Гиббса:

	 G H TS= − .	 (37)

Для связи с наблюдаемыми данными масштаби-
рованная свободная энергия Гиббса определяется 
как –(G – H(298.15))/T [26].

Молярная теплоемкость при постоянном дав-
лении
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2
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3 2

2
( ) ,	 (39)

где входящие в (39) величины даются соотношени-
ями (12), (24) и (31).

Развитый аналитический метод расчета термо-
динамических свойств как функции температуры 
и давления в качестве независимых переменных 
требует для своей реализации только шести спек-
троскопических констант, которые можно взять 
из экспериментальных данных или теоретических 
расчетов силового поля молекул. Три частоты ко-
лебаний и три вращательные постоянные можно 
взять из справочников или из этих расчетов. Ме-
тод не имеет подгоночных коэффициентов, кото-
рые находятся путем подгонки больших объемов 
экспериментальных калориметрических данных.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В качестве примера нелинейной трехатомной 
молекулы рассмотрим молекулу H2O в ее основ-
ном электронном состоянии. Вода обычно игра-
ет роль тестовой системы, как для расчета ста-
тистических сумм, так и при расчете термодина-
мических свойств. Из-за относительно простых 
и фундаментальных характеристик воды в литера-
туре имеется множество расчетов статистических 
сумм и  термодинамических свойств, в  которых 
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используются приближения различной степени 
сложности [15,27–29].

Проверку надежности метода начнем с главно-
го – со статистической суммы. Колебательно-вра-
щательная статистическая сумма, необходимая для 
сравнения, рассчитывалась для воды как произве-
дение QvibQrot по аналитическим формулам для не-
вырожденных колебаний и асимметричного волчка 
(см. рис. 1 по поводу граничных N чисел). Необхо-
димые спектроскопические постоянные взяты из 
работы [28]. Рассчитанные значения показаны на 
рис. 2. Для сравнения на этом рисунке приведены 
также результаты Видлера и Теннисона [29], полу-
ченные путем прямого суммирования с использо-
ванием экспериментальных и теоретических коле-
бательно-вращательных уровней энергии. Прини-
мая за основу результаты Видлера и Теннисона, мы 
видим, что наши значения согласуются с их зна-
чениями примерно до 4000 К. Заметная разница 
возникает при более высоких температурах, когда 
расчетные значения получаются меньше значений 
статистической суммы из [29]. Тщательный анализ 
этой ситуации показывает, что расхождение воз-
никает только из-за способа оценки Qrot, так как 
вклад вращений в статистическую сумму Qvr ста-
новится определяющим при столь высоких темпе-
ратурах. Теоретический расчет уровней энергии Evj 
становится проблематичным вблизи порога диссо-
циации, тогда как Qrot из (25) стремится к классиче-
скому пределу при высоких температурах. В наших 
расчетах не учитывается раздельное суммирование 
по четным и нечетным значениям вращательного 
квантового числа, которое необходимо прини-
мать во внимание при низких температурах. Срав-
нение с  подходом [29], где такое суммирование 

осуществлялось при 10–300 К, показывает незна-
чительное влияние этого эффекта на вращатель-
ную статистическую сумму (см. вставку на рис. 2).

Среди всех термодинамических функций тепло-
емкость наиболее чувствительна к вводимым в рас-
чет приближениям, главным образом, из-за ее свя-
зи со второй производной статистической суммы 
по температуре. Имея в наличие статистическую 
сумму из (32), мы рассчитали теплоемкость воды. 
Результаты представлены на рис. 3. Видно отлич-
ное согласие с экспериментальными данными [26]. 
Незначительное расхождение наблюдается вблизи 
6000 К, которое не превышает 1.3%. С  дальней-
шим ростом температуры теплоемкость достигает 
максимума около 8500 К и далее убывает, стремясь 
к постоянному пределу. Эффект связан с конечно-
стью колебательно-вращательного резервуара энер-
гий. Следует отметить полезность аналитических 
формул для расчета теплоемкости. Для сравнения 
мы рассчитали несколько температурных точек на 
кривой зависимости Cp(T) от T, используя формулы 
суммирования (9) и (10). По сравнению с прямым 
суммированием аналитические формулы экономят 
компьютерное время на два порядка и более.

Сравнение расчетных и  экспериментальных 
данных по энтропии приведено на рис. 4. Энтро-
пия, непрерывно возрастающая функция энер-
гии. Во всем исследованном интервале темпера-
тур расхождение с экспериментом не превышает 
0.12%. Это свидетельство того, что как абсолютная 
величина статистической суммы, так и  ее отно-
сительная производная по температуре адекватно 
отражают реальность в  аналитическом подходе. 
Подтверждает этот вывод сравнение данных по 

Рис. 2. Статистическая сумма Qvr для воды как функ-
ция температуры в сравнении с рассчитанной Вид-
лером и Теннисоном [29].

Рис. 3. Зависимость теплоемкости Cp (Дж/моль К) 
от температуры для воды. Прогнозируемые значения 
сравниваются с экспериментальными данными [26].
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энтальпии, приведенное на рис. 5. Энтальпия за-
висит только от относительной производной Q по 
температуре, будучи растущей функцией темпе-
ратуры. Процентная разница не превышает 0.14% 
и в этом случае. Свободная энергия, которая ли-
нейно зависит от энтальпии и энтропии демон-
стрирует такой же уровень согласия с эксперимен-
тальными данными, что отражает рис. 6.

Подведем итоги. Для нелинейных трехатом-
ных молекул разработан строгий аналитический 
подход к расчету вращательно-колебательной ста-
тистической суммы в основном электронном со-
стоянии. На примере воды убедительно показано, 

что процедура факторизации в виде произведения 
QvibQrot хорошо работает, по крайней мере до 4000 
К и дает удовлетворительные результаты при еще 
больших температурах. Колебательная статистиче-
ская сумма рассчитывается в приближении связан-
ных осцилляторов Морзе и дает хорошие результа-
ты для невырожденных колебаний. Для изгибных 
колебаний линейных молекул это приближение не 
применимо и требуются дополнительные исследо-
вания. Более широкое применение метода сдержи-
вается отсутствием спектроскопических констант 
возбужденных электронных состояний. При нали-
чии такой информации расчеты можно проводить 
в более широком диапазоне температур, практиче-
ски везде, где вещество существует в виде газа без 
диссоциации. Понятно, что вычисление верхних 
границ колебательных квантовых чисел в каждом 
из возбужденных электронных состояний остает-
ся сложной задачей. Полезность аналитического 
подхода особенно очевидна при расчете теплоем-
костей. Расчеты с использованием аналитических 
формул экономят компьютерное время на два по-
рядка и  более по сравнению с  прямым методом 
суммирования состояний. Хотя мы рассматривали 
только трехатомные молекулы, полученные уроки 
можно распространить и на более крупные молеку-
лы с большим числом степеней свободы, включая 
изгибные колебания.
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